NOTAS DE TEORIA CINETICA DE LOS GASES

Distribucion de Velocidades Moleculares

Nos concierne ahora tratar el siguiente problema: ;cudntas moléculas tienen una velocidad de
direccion y magnitud especificada? Esto nos conduce al calculo de las funciones de distribucion
de velocidades que fue trabajado por Maxwell en 1853. La velocidad promedio de las moléculas

esta dado por U= J; i vdn, . Independientemente, construyamos el espacio de velocidades de las

moléculas del gas. Este espacio es un espacio cartesiano rectangular cada uno de sus ejes
representando las componentes x, y, z de una molécula. Llamémoslas v, vy, v,. La magnitud

de la velocidad al cuadrado estard dada por la ecuacion:

v’i=v’ +v_1_.2 +v.”°
Puesto que cada vector esta definido por sus componentes podemos hallar a los tres puntos
representativos de estos vectores en este espacio y considerar el problema de determinar la forma
en que los puntos representativos estan distribuidos en el “espacio de velocidades”. Asi el

namero de puntos en el volumen dv, dv dvu. esigual al nimero de moléculas con velocidades
comprendidas entre v, y v, +dv,, v,y v, +dv,, v. y v, +dv.. Obviamente estos elementos

de volumen deben satisfacer las mismas restricciones que los volimenes dV introducidos en la
quinta hipotesis. Esto es claro porque vamos a describir la distribucién de puntos en este espacio
mediante una funcion continua, luego el numero de puntos representativos debe ser muy grande

en cada elemento de volumen.

Consideremos ahora la probabilidad de que la componente de velocidad v, tenga un valor entre
v,y v, +dvu_. Vamos a llamar a esta probabilidad

S )dv,
y ésta es igual al nimero de puntos que se encuentran en la franja v, , v, +dv, dividido entre
N, o sea es la fraccion de puntos con esta velocidad, por lo tanto

dNv,
N

S )dv, = (20)
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Anélogamente las probabilidades para las componentes y y z serdn expresiones iguales a (20).

Sin embargo no es evidente que f(v,)dv, no esté afectada por el valor encontrado para f(v,).

Vamos a suponer que este es el caso, esto es, vamos a introducir la llamada hipdtesis de la

loteria.

Con esta hipotesis la probabilidad que la velocidad V tenga componentes dv.dv dvu. es

simplemente:

fw)f(v 5 )f (U, )dvxdvj_.a'vz (21)

o sea, ésta es la fraccion de moléculas cuyos vectores de velocidad tienen componentes entre v,
yv, +dv ,v, yv, +dv,, v y v, +dv, simultineamente.

Pero por la hipotesis 6, todas las direcciones de las velocidades moleculares son igualmente

probables, lo cual implica que podemos introducir una funcion F(v) que depende solo de v y

tal que F(v)dv,dv,dv. nos dé el nimero de puntos contenidos en el elemento de volumen
dv.dv dv_.

Es entonces claro que:

v, +'u +v ]dvdu dv, = f(v,)f(,)f(v,)dv,dv dv,

o bien

AR LV CAVICRVICA S Ce)

para determinar F' y f procedamos formalmente a partir de (22):

dF _d_F.d_U=&__ df(v)
dv dv dv, v T w.)=5 = T,
v, dF df(“)f( W)

v dv

dividiendo entre (22)
v, dlnF dinf(v,)
v dv dv

X

(23)
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NOTAS DE TEORIA CINETICA DE LOS GASES

Llamemos:

T L A ALY { A o
v dv v, du,
asi (23) queda como:
D(v) =Dd(v,)
w =0, esto implica @ =0 i,
d’UJ__ v
®(v) = const.
Hagamos const. = 2
D,)=-2p
1dnf@,) Y
UJ\‘ dv.r
dinf(,) = -2pv,dv, = T Y
f,)
Infw,)=- ﬁv_rg + In(cons tante)
IHM = _ﬁv-\_z
o
(@) =ae ™ ©3)

donde a y £ son dos constantes por determinar.
De manera que la fraccion de puntos con velocidades contenidas en el elemento de volumen
dv,dv dvu_ esigual a:
F()dv dv,dv. = a’ exp- ﬁﬁ;_f +v, +v’ )ivxdu',_.a’u_,

y el nimero total de puntos con velocidades entre v, y v, +dv,, v, y v, +dv,, v. y v. +dv.
sera:

dN, = F(v)dv, dv, du,N

; 3 -put

dN, = Na’e™ dv dv,dv N (26)

dn, = Nale ™’ (27)
es el nimero de dichos puntos por unidad de volumen. Como vemos el nimero de puntos por

unidad de volumen es independiente de la direccion y solo depende de v . La ecuacion (27) es la

llamada funcién de distribucion de Maxwell y es conveniente expresarla en otras formas.
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> v
Figura 1.3. Funcidn de distribucion de puntos por unidad de volumen

Si uno quiere conocer el nimero de moléculas con velocidades cuyas magnitudes estan
comprendidas entre v y v + dv , entonces debemos tomar en cuenta que en una cascara esférica

de radio v, la densidad de puntos es uniforme. El volumen de esta cascara es 4wv’dv por lo

tanto el nimero de puntos de dicha céscara es:

dN, = Na'e ™™ 4mv’dv
S dN, = 4aNavle ™ du (28)

dN

u
dv
grafica de esta funcion es:

= numero de puntos que se encuentran en el intervalo comprendido entre v y v+dv. La

dN,

area dN,,

dn,
dv

dv U,

Figura 1.4. Funcién de distribucion de puntos por intervalo de velocidad.

La razén por la cual el nimero de puntos maximo por unidad de intervalo dv no es maximo en

el origen, es que aun y cuando la densidad es maxima en este punto el volumen es caso cero esto
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NOTAS DE TEORIA CINETICA DE LOS GASES

es, no hay punto con velocidad nula. El nimero de moléculas con velocidades comprendidas

entre v, y v, +dv, esdeacuerdo con (20) y (25),

dNv, = Nae™™" dv, (29)

y esta es una funcion de distribucion Gaussiana. La distribucion de Maxwell para las

velocidades, es el producto de tres funciones Gaussianas independientes.

Evaluacién dea v 8

La constante o la podemos obtener de dos condiciones:
f: dN, = N[ " Fu)dv,dv,dv, = N

o bien, la probabilidad de encontrar una molécula con velocidad v, es 1,
f_’; fw,)dv, =1
ocfx‘rz"”"-"2 dv, =1

= 2af e ™ du,
. s
lo cual establece que,

2
2a |z _,

2 VB

Por lo tanto (28) se escribe ahora como:
3/2

dN, = 4;.:N(ﬁ) Ve ™dy  @3l)

JT

Para evaluar la constante 3, hagamos uso de la interpretacion cinética de temperatura.

Habiamos visto que para un gas ideal,

y como v = —J'O v dN

@ DRr. LtEoPOLDO GARCiA-COLIN SCHERER



tenemos que:

2 Arf 4 N( ) 4 _ﬁl dU——kT

3/2

4er(ﬁ) f vie P dv = 3kT

f:v4e"ﬁ‘ dv——f “vle ™ d(Buv)

_ 3 pu’ 2
= 4132-“0 ve™ (dpv”)
- 3, —e Py +f -+ du
48> :
g ks
S4B 2V\p
34
8 ﬁ:’!.-"Z
fxv“e Pr dv—3 \/:r_,
0 8 B2
substituyendo
3/2
4mn(ﬁ) (iﬁ]=3kr
T 867
lmﬁ"' 48
2
m
=— 32
B kT (32)
3/2 _E
y (31) queda: dN, = 4ni ( ’"TJ e Hyldy (33)

que representa el numero de moléculas con magnitudes de velocidad comprendidas en el

intervalo v y v+dv.
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NOTAS DE TEORIA CINETICA DE LOS GASES

El nimero de moléculas con velocidades comprendidas entre v, y v, +dv, , v, y v, +dv, , v,

y v, +dv_ esta dada por:

32 m?
le_;=N(%) e_z"”'duxdv}.dv_- (34)

y el nimero de moléculas con velocidades comprendidas entre v,y v, +dv, es

¢ 2
1/2 mu,

dN, =N( ~ J e M gy (35)

2nkT
con (33) podemos ahora calcular las tres velocidades caracteristicas de un gas, esto es, la
velocidad media v . la velocidad media cuadritica v, =0’ y la velocidad mas probable

N
dada por la condicion a;—‘ =0 y que denotaremos por v ,,.
v

Tenemos por definicion:

3/2 mu?
m

—_1 = - & RJ_W
U_Nfﬂvdh"_zm(brkT) j;vc dv

= 2 ]_ 23 3,2
3 gt g 2 -pu 2
fﬂve dv-zﬁfove d(pv”)

= lf “ve " du
gJo
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por lo tanto B m V2 128N
U=4r|——| —|—
(mr} 2( m J
1 (21&")%
2w\ m
g = (36)
JTm
0’ = N-1f V%N, = 4n = 3f2f°°v e ™ dqu
0 2kT 0
3/2 5/2
m 3(2kT
4= 2[ZEE
”(m:r) 8( m ) vx
TR _?’k_T
m

T = ok 37
m

un resultado ya conocido. Por dltimo v, la encontramos de la condicion:

d (dN 2 2

— v | =2ue™ +ui(=2Bv)e™™ =0

dv( = ) (-2pv)

pv’ =1 U, = .3 entonces
B
v, = L (38)
m
de (36), (37) y (38) vemos que:
U v v kT

Um: U :Ums=1: 1.128: 1.224  magnitudes relativas.
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dv

Un U Upps

Figura 1.5. Magnitudes relativas entre las 3 velocidades

Funcion de error

Supongamos que queremos calcular el nimero de moléculas N, que tienen una componente de

velocidad entre 0 y un valor v, . Este nimero estd dado por:

de(8)  v,= )"
m
sustituyendo en (39) tenemos:

v,
1 1 aw, 77
N, = NJ——J'O e'=du.
J-[ UHI
v

X

llamando =Xx tenemos

v

m

N 5 _p
N vy, = ﬁfﬂ e dx

Se define 1a funcion de error como,

RY 2

erf (x) E% [0 e
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1/2 mu,
N, =[,"dN, = N(L) [, e ¥ av,

(39)

(40)

(41)



